BIS-Basis — Les 23

23 Merkwaardige producten

Inleiding

In de algebra komen zeer veel producten met veeltermen voor. Sommige van deze produc-
ten kunnen op een andere wijze berekend worden dan de klassieke vermenigvuldigingen

zoals aangeleerd in les 22.

Omdat ze telkens iets merkwaardigs bevatten, noemen we ze merkwaardige producten.
Het zijn producten die een belangrijke rol spelen in de wiskunde. Daarom leren we hun
resultaat correct uit het hoofd opschrijven. Om ze beter te onderscheiden van gewone

oefeningen, gebruiken we blokletters voor de modelformules.

23.1 Product van twee tweetermen met een paar gelijke en een

paar tegengestelde termen

In het product (A+ B)(A— B) stelt A het paar gelijke en B het paar tegengestelde termen

voor. We werken het product uit:
(A+ B)(A—B)=A* - AB + AB — B> = A*> - B%

Doordat de tegengestelde termen wegvallen, blijven alleen de kwadraten over.

Besluit (uit het hoofd te leren):

(A+ B)(A— B) = A2 — B?

Voorbeeld 1

3z +5)(3x —5) = 92% — 25
A=3z= A= (32)> =922, B=5= B*=5%=25
Voorbeeld 2

(—2a + 7b)(2a + Tb) = 49b* — 4a?
A=7Tb= A% =49v*, B =2a= B?=4d>.

Merk op dat de gelijke term A niet altijd als eerste in de tweetermen voorkomt.

Voorbeeld 3

(= =)@’ —y?) = ¢° — 2
A=y = A*=y5 B=21’= B?=2f
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Nog enkele voorbeelden
(o —y)(—a+y) =2" =y,
(52 4+ Ty) (52® — Ty) = 252° — 49y,
(5+0%) (5 =) = " =
(ab+ c)(c — ab) = ¢* — ab?,
(2a% — 363" (3b%c* + 2a%) = 4a* — 9b°cS,
(—2® 4+ 6)(6 + 2°) = 36 — 2°.

Bij sommige vermenigvuldigingen met getallen kunnen we dit merkwaardig product ook

toepassen:
51-49 = (50 + 1)(50 — 1) = 2500 — 1 = 2499,

7486 = (80 — 6)(80 + 6) = 6400 — 36 = 6364.

A.C.O. 1:  Schrijf onmiddellijk het resultaat (onderstreep de gelijke termen).

(a) (z+3)(xz—3)= ... (g) (2a%b — 5¢)(5¢ + 2a%b) = ...
(b) (3 +1)(a®—1)= ... (h) (p—0.4)(0.4+p) = ...

(©) (—a+3)(—3—a)= ... (i) (22 — 3ay)(—3zy — 22%) = ...
(d) (=22 —y)(y —22) = ... G) 21-19= ...= ...= ...

(€) (a8 — 7o) (Ty® + 2%) = ... (k) 102-98= ...= ...= ...

(f) (#* = 3)(@@*+3)= ... (1) 45-55= ...= ...= ...

Opgelet! De formule wordt soms meermaals toegepast.

Voorbeeld 4

(22 — 3y) (22 + 3y)(42* + 9y?) = (42 — 9y?)(42* + 9y?)

= 162* — 81y,
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Voorbeeld 5

(z* +81)(z + 3)(2* 4+ 9)(z — 3) = (z* + 81)(2* + 9)(2? — 9)
= (2* +81)(2* — 81)
= 2® — 6561.
A.C.O. 2: Gebruik het merkwaardig product om te berekenen:
(a) (2a + 3)(2a — 3)(4a® +9)
(b) (a* +b*)(a® 4+ b*)(a+b)(a —b)

(c) (a+2)(a*+16)(a* + 4)(a — 2)

23.2 Het kwadraat van een tweeterm

We willen uitwerken: (A + B)?. Dit is de kortere schrijfwijze voor (A + B) - (A + B).

Volgens de distributieve eigenschap:

(A+ B)(A+B) = A+ AB + AB + B?

= A’ + 2AB + B°.

Formule (uit het hoofd te leren):

(A+ B)? = A> + 2AB + B?

Aandacht! (A + B)? # A? + B2
Voorbeeld 1

(3a + 5b)? = 9a* + 30ab + 25b°.
Voorbeeld 2

(3x — 4)? = 92% — 24z + 16.
Voorbeeld 3

(—5a — 4b)* = 25a* + 40ab + 16b>.

Voorbeeld
(—2k + 3)* = 4k* — 12k + 9.
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Tekenregel In A? + 2AB + B? hebben A? en B? altijd een plusteken. Als A en B

hetzelfde teken hebben, dan is 2AB > 0; anders 2AB < 0.

Nog enkele voorbeelden
(42 — 92)? = 162" — 722° + 8127,
(3 4+ 7)% = 92° + 427 + 49,
2
(%a—k%) = %CLQ—l—%a—F%,
(5p® — 6p)? = 25p* — 60p® + 36p?,
(0.6 + 5t*)? = 0.36 + 6t* + 255,
(—4a® + 7a°)* = 16a"* — 56a'" + 49a'°,

(—2a — 5b)* = 4a* + 20ab + 25b°.
Ook kwadraten van getallen kunnen zo berekend worden:

98% = (100 — 2)? = 10000 — 400 + 4 = 9604,
53% = (50 + 3)% = 2500 + 300 + 9 = 2809,
65% = (60 + 5)* = 3600 + 600 + 25 = 4225

= (70 — 5)* = 4900 — 700 + 25 = 4225.

A.C.O. 3:  Schrijf onmiddelligk het resultaat.

(a) (Tz+6)2 = ... (f) (2a+36%)2 = ...

(b) (—bz —3y)% = ... (8) (—z—2y)? = ...

() (a®—1)2= ... (h) (—2a%b — 4c)? = ...
(d) (=322 +7z)? = ... (i) 612= ...= .= ...
() (@ — L2 = .. G) 272 = .= .= ...

Toepassingen op beide merkwaardige producten

Toepassing 1 (a —2)(a+ 2)(a? — 4) = (a* — 4)* = a* — 8a® + 16.

Toepassing 2 (42? — 9y?)(2z — 3y)(2z + 3y) = (422 — 9y?)? = 162!

4

— T22%y% + 81y™.
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Toepassing 3 (5z + 4y + 32)(bx + 4y — 3z) = [(bx + 4y) + 3z][(bx + 4y) — 32|

= (5z + 4y)* — (32)* = 252° + 40y + 16y* — 92>

Toepassing 4 (22 + 5 — 32%)(2x — 5 + 32?) = [2z + (5 — 32?)][2z — (5 — 32?)]
= (22)* — (5 — 32°)* = 42 — (25 — 302* + 92") = —92" + 342? — 25.
A.C.O. 4:  Uitwerken zonder bijkomende uitleg:
(a) (z+1)(z =122+ D(a*+1)(2®*-1)

(b) (a*+a+1)(a®> —a+1)

(¢) (bz + 4y + 3z)(bx — 4y — 32)

23.3 Het kwadraat van een veelterm

Uitwerking:
(a+b+c)=(a+b+c)(at+b+c)

=a® + b* + & + 2ab + 2ac + 2bc.

Formule

(A+ B+C)* = A+ B>+ C* + 2AB + 2AC + 2BC

Het kwadraat van een veelterm bestaat uit de som van alle mogelijke kwadraten en alle

mogelijke dubbele producten.

Voorbeeld 1
(2a — 3b+ 4c)? = 4a* + 9b* + 16¢* — 12ab + 16ac — 24bc.

Voorbeeld 2

(223 — 32?2 + x — 5)?
= 425 — 122° + 132* — 262> + 3122 — 10z + 25.
A.C.0O. 5: Werk wit:

(a) (22° =z +3)?

(b) (a® — 2a® + 4a — 3)?
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23.4 Derdemacht van een tweeterm

Omdat (a +b)* = (a + b)(a + b)* = (a + b)(a* + 2ab + b?), volgt na uitwerken:

(A+ B)? = A> +3A’B + 3AB* + B?|.

Uitgewerkte voorbeelden
(5z + 2y)* = 1252° + 1502y + 60zy” + Sy,
(2a — b)? = 8a® — 12a®b + 6ab® — b?,
(—4a + 3b*)* = —64a® + 144a*b* — 108ab" + 27b°,

(—a—2)* = —a® —6a* — 12a — 8.

Belangrijke opmerking (tekenregel) Alleen de tekens:

(++)°=+ + ++,

Praktische werkwijze (3a —4b)® = + — +— = +27a® — 108a%b + 144ab* — 64b>.

Nog: (—2p—t)3 = —8p3—12p*t—6pt> 3, (—Hx+2y)> = —12523 415022y —602y>+8y3,
(k+6)% = k* + 18k* + 108k + 216.

A.C.O. 6:  Werk uit:
(a) (52 —6)°
(b) (—2® + a2)?
(c) (—4a? — 3ry)’
(d) (a®+0°)°

(e) (2a—1)°
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23.5 Product van een tweeterm met aangepaste drieterm

We berekenen:
(a+0b)(a® — ab+b*) = a® + b°.

Formule

(A+ B)(A* — AB + B?) = A* + B®

De aangepaste drieterm bevat de kwadraten van beide termen van de tweeterm min het

product van die beide termen.

Regel (tekeninzicht) De uitkomst heeft dezelfde tekens als de tweeterm; voor AB

neem je — als A, B hetzelfde teken hebben en + als ze verschillend zijn.

Uitgewerkte voorbeelden
(22 + 3y) (42 — 6y + 9y?) = 82° + 27y,
(x —2)(2* + 20 +4) = 2° -8,
(—3a — 4b)(9a® — 12ab + 16b%) = —27a” — 64b°,
(—5p + 1)(25p° + 5p + 1) = —125p° + 1.
A.C.O. 7: Schrigf onmiddellijk de witkomst (vul waar nodig de aangepaste drieterm
(a) (x —=3)(x* +32+9)= ...
(b) (3z + 5y)( )= ... (Vul ook de aangepaste drieterm in.)
(c) (a® — 6b)( )= ...
(d) (a*+ 2a3)( )= ...

(e) (—4z —T7y)( )=
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Oplossingen A.C.O.

A.C.O. 1:
(a) > -9
(b) 25 -1
(© a9
(d) 4a? — 92
(e) z!? — 49y™°
(f) a* —;

(g) 4a5p* — 25¢2

(h) p? —0.16

(i) 922y? — 4ot

(j) (204+1)(20 — 1) =400 — 1 = 399

(k) (100 + 2)(100 — 2) = 10000 — 4 = 9996

(1) (50 — 5)(50 4 5) = 2500 — 25 = 2475

A.C.O. 2:
(a) (4a® —9)(4a® +9) = 16a* — 81
(b) (a* +v*)(a® + b*)(a® — b*) = (a* + b*)(a* — b*) = a® — b®

(c) (a®> —4)(a* + 16)(a® + 4) = (a* — 16)(a* + 16) = a® — 256
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A.C.0O. 3:
(a) 492 + 84z + 36
(b) 252% + 30zy + 9y?
(c) a'® —2a® +1
(d) 92t — 4227 + 4922
(e) 2! — 225 + 3
(f) 4a® + 12ab* + 9b*
(g) 22 + 4oy + 4y
(h) 4a*b? + 16a%bc + 162
(i) (60 +1)% = 3600 + 120 + 1 = 3721

() (30 —3)2 =900 — 180 + 9 = 729

A.C.O. 4:
(a) (2® —1)2 =210 — 228 + 1
() [(a®>+1)+a][(a®>+1)—a] = (> + 1) —a’=a*+a®>+ 1
(c) [6z + (4y + 32)|[px — (4y + 32)] = 2522 — (16y? + 24yz + 9z?)
= 252% — 16y* — 24yz — 922
A.C.0O. 5:
(a) 4a* —4a® + 1327 — 62 + 9

(b) a® — 4a® + 12a* — 22a® + 28a® — 24a + 9

A.C.O. 6:
(a) 1252% — 45022 + 540z — 216
(b) —a? 4 3z% — 32" + 2
(c) —642° — 1442°y — 1082%y? — 27233
(d) a®+ 3a*d? + 3a?b* + b°

(e) 8a® —12a* + 6a — 1
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A.C.O.T7:
(a) z® —27
(b) (3z + 5y)(92% — 15zy + 25y?) = 2723 + 125¢°
(c) (a* —6b)(a* + 6a®b + 36b%) = a® — 2160°
(d) (a* + 2a%)(a® — 24" + 4a®) = a'? + 8a°

(e) (—4x — Ty)(162* — 28xy + 49y?) = —64x3 — 343y
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